
50 Статистические методы оценки риска   Проблемы анализа риска, том 14, 2017, № 6

О предсказании поведения 
«хвостов» распределений 
и оценке «ожидаемых 
непредвиденных» потерь 
при управлении рисками 
Аннотация
В работе рассматриваются основные аспекты асимптотической теории вероятностей экс-
тремальных событий, позволяющие при количественных оценках рисков решать важные 
практические задачи: 1) обоснованно предсказывать асимптотическое поведение «хво-
стов» распределений на основе статистической обработки имеющихся данных; 2) рассчи-
тывать ожидаемое значение превышения порогового значения потерь (предсказывать 
величину «ожидаемых непредвиденных» потерь). Кроме того, в работе демонстрируется 
эффективность использования технологий графического статистического анализа, осно-
ванная на использовании интервалов равной вероятности вместо классических интерва-
лов равной длины при статистической проверке гипотез и выборе законов распределения.

Ключевые слова: управление риском, оценка риска, прогнозирование непредвиденных убытков, 
асимптотическая теория вероятностей экстремальных событий, статистика экстремальных значе-
ний, графические статистические технологии. 
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Введение 
Количественная оценка риска при управлении 
рыночными, кредитными и в ряде случаев опера-
ционными рисками осуществляется на практике 
с использованием методологии Value-At-Risk (VaR). 
При этом в рамках методологии используются ко-
личественные метрики риска, определяющие уро-
вень потерь по риску, который возможен в течение 
определенного временного интервала с заданной 
доверительной вероятностью. Методология приме-
няется к расчету таких показателей, как Earnings at 
Risk — EaR, Market VaR, Credit VaR, Operational VaR, 
для оценки рисков, присущих инвестиционным 
проектам (Net Present VaR), при установлении до-
пустимых уровней риска, расчете резервов и в ряде 
других практических задач в области управления 
рисками. 

Методология VaR применяется также при рас-
чете т.н. экономического капитала — объема капи-
тала, необходимого для покрытия непредвиденных 
потерь (убытков), и его количественных показате-
лей для установления максимального убытка, ко-
торый компания может допустить при заданном 
доверительном интервале и временном горизонте. 
Непредвиденные потери являются потенциаль-
ными потерями компании при уровне значимо-

сти (например, 99,99%), превышающем довери-
тельный уровень (например, 97,5%) — наиболь-
ший прогнозируемый уровень ожидаемых потерь 
(рис. 1).

В данной работе будут рассмотрены вопросы, 
связанные с моделированием функции распреде-
ления потерь (убытков), прогнозированием пове-
дения «хвостов» распределения, а также расчетом 
«ожидаемых непредвиденных» потерь.

1. О роли центральной предельной 
теоремы. Почему так «популярны» 
нормальное и логарифмически 
нормальное распределения
Среди законов распределения, с которыми мы 
встречаемся в практических (естественнонаучных, 
технических, социально-экономических) прило-
жениях, нормальное распределение играет особую 
роль. 

«Популярность» нормального распределения 
связана с выводами центральной предельной тео-
ремы, суть которой заключается в том, что если 
Х1, ..., Хn — взаимно независимые одинаково рас-
пределенные случайные величины, имеющие мате-
матическое ожидание μ = 0 и дисперсию σ2 = 1, то 
при n → ∞ распределение нормированных сумм

Рис. 1. Иллюстрация ожидаемых и непредвиденных потерь на графике плотности распределения (Деклерк, 
Шибаев, 2008)
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Sn n
X1 + ... + Xn=*  стремится к нормальному распре-

делению N(0,1) с плотностью f e–x2/2
1

=
2π

.

Это одна из формулировок. В более общем виде: 
распределение центрированных и нормирован-
ных сумм н.о.р.с.в. стремится к нормальному рас-
пределению N(0,1) при конечных математических 
ожиданиях и дисперсиях (Феллер, 1984; Смирнов, 
Дунин-Барковский, 1969). Обобщение центральной 
предельной теоремы на случай неодинаково распре-
деленных величин и ослабление требования конеч-
ной дисперсии было осуществлено Линдебергом 
(Lindeberg, 1922).

Следует учитывать тот факт, что на случайную 
величину действуют факторы, отклоняющие ее в ту 
или иную сторону. С математической точки зрения 
это отклонение можно представить в виде следую-
щих вариантов.

 • Аддитивное действие случайных факто-
ров, когда Xi = X0 + Δx1 + Δx2 + ... + Δxn, где Δxj мо-
жет быть как больше нуля, так и меньше для всех

j = 1 ÷ n. При этом Xi – X0 = 
n

j=1
∑Δxj.

Поскольку Δxj — величина случайная, то Xi – X0 
представляет собой сумму большого числа случай-
ных величин. Следовательно, согласно центральной 
предельной теореме величина y = Xi – X0 асимптоти-
чески приближается к нормальному распределению.

 • Мультипликативное действие случайных 
факторов, когда Xi = X0 · k1 · k2 · ... · kn, где kj может 
быть как больше, так и меньше единицы для всех

j = 1 ÷ n. При этом 
==

= = ∑∏
110

ln ln ln
n n

i
j j

jj

X
k k

X
.

Поскольку kj — случайная величина, то lnkj — 
тоже есть величина случайная. Таким образом,

= − 0
0

ln ln lni
i

X
X X

X
 представляет собой сумму боль-

шого числа случайных величин и, согласно цен-
тральной предельной теореме, асимптотически 
приближается к нормальному распределению. Сле-

довательно, величина =
0

iX
y

X
 подчинена логарифми-

чески нормальному распределению (Иванов, 2005). 

2. Проверка гипотезы о нормальном 
законе распределения. 
Классический статистический метод 
с использованием критерия Хи-квадрат
Продемонстрируем классическую, рекомендуемую 
учебными изданиями, например (Вуколов, Ефи-
мов, Земсков, 1984), процедуру проверки гипотезы 
о нормальности распределения с использованием 
критерия χ2 (Хи-квадрат). 

Используем иллюстративные данные — вы-
борку, состоящую из 88 чисел, с размахом (ω), рав-
ным 43,2. Элементы выборки объединим в группы. 
Для этого интервал, содержащий все элементы вы-
борки, разбиваем на 8 частичных непересекающих-
ся интервалов, имеющих одинаковую длину (b), 
равную 5,4. После того как частичные интервалы 
выбраны, определяем частоты — количество ni

* эле-
ментов выборки, попавших в i-й интервал. Резуль-
таты группировки представлены в табл. 1.

Полигон и гистограмма частот группированной 
выборки представлены на рис. 2 и 3 соответственно.

Для проверки гипотезы о нормальности распре-
деления значений используем критерий χ2. Проце-
дура применения критерия χ2  для проверки гипо-
тезы состоит из следующих этапов (Вуколов, Ефи-
мов, Земсков, 1984):

1) по выборке наблюдений случайной величины 
Х находим оценки неизвестных параметров предпо-
лагаемого закона распределения F(x);

2) определяем частоты ni, i = 1, 2, ..., r, с которыми 
каждое значение или группа значений встречается

Результаты группировки  Таблица 1 
иллюстративных статистических данных

№ 
интервала i

Границы 
интервала

Середина 
интервала xi

*
Частота ni

*

1 16,2—21,6 18,9 3

2 21,6—27 24,3 3

3 27—32,4 29,7 7

4 32,4—37,8 35,1 9

5 37,8—43,2 40,5 21

6 43,2—48,6 45,9 22

7 48,6—54 51,3 12

8 54—59,4 56,7 11
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в выборке. Очевидно, что 
=

=∑
1

r

i
i

n n, где n — число
элементов выборки;

3) используя предполагаемый закон распреде-
ления F(x), вычисляем вероятности pi, i = 1, 2, ..., r, 
с которыми случайная величина X принимает каж-
дое значение, или вероятность появления группы

значений. Очевидно, что 
=1
∑

r

i
pi = 1;

4) вычисляем выборочное значение статистики 
критерия:

 
=

−
= ∑2

2

1

( )r
i i

B
i i

n np
np

*
χ . (2.1)

При этом необходимым является условие npi ≥ 5;
5) статистическое решение: гипотеза не проти-

воречит выборке наблюдений на заданном уров-
не α, если χB

2 < χ1
2
–α(r – l –1), где l — число пара-

метров распределения F(x), которые оцениваются 
по выборке; если же χB

2 ≥ χ1
2
–α(r – l –1), то гипотеза 

отклоняется.
Необходимые для проверки гипотезы значения 

xi
* и ni

* представлены в табл. 2.
В качестве среднего значения генеральной сово-

купности используем среднее значение показателя, 
равное 44,4. С учетом того, что среднее по генераль-
ной совокупности известно, среднеквадратическое

отклонение вычисляем по формуле 
( )–

=
–

∑ 2

1
ix x

n
σ ,

где xi — значение показателя; x–  — среднее значе-
ние показателя; n — количество значений показа-
телей.

В результате расчета получаем: σ = 9,74.

Рис. 2. Полигон частот группированной выборки

Рис. 3. Гистограмма частот группированной выборки
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Результаты вычислений, необходимые для про-
верки гипотезы о нормальном распределении груп-
пированных данных, сведены в табл. 2, в которой 
в первом столбце приведены значения середин ин-
тервалов xi, а во втором — значения соответствую-
щих им частот ni

*, i = 1, 2, ..., 8. В третьем столбце 
приведены нормированные значения zi

*, рассчитан-
ные по следующей формуле: 

x x–
=

σ

*
* i
iz .

В четвертом столбце представлены значения 
плотности f(zi

*) нормального распределения N (0, 1), 
определенные по таблице значений функции плот-
ности нормального распределения. 

В пятый столбец занесены значения npi, вычис-
ленные по формуле 

=
σ

( )i i
nbnp f z .

Шестой столбец содержит значения npi по-
сле объединения первых трех интервалов, так как 
для i = 1 и i = 2 значения npi < 5. Наконец, седьмой 
и восьмой столбцы служат для расчета выборочно-
го значения статистики критерия χB

2.
В соответствии с формулой (2.1) χB

2 = 4,607.
Так как по выборке определены оценки двух па-

раметров, то l = 2, число степеней свободы равно 
6 – 2 – 1 = 3. Уровень значимости α = 0,01. Согласно 
таблице квантилей Хи-квадрат распределения χp

2(l), 

χ0
2
,99(3) = 11,3. Таким образом, в связи с тем что 

χB
2 < χ0

2
,99(3), гипотеза о нормальном распределении 

значений показателя верна.
Далее кратко представим основные преиму-

щества графической техники, применяемой в ста-
тистике экстремальных значений, по сравнению 
с классическими методами статистического анализа 
при определении законов распределения случайных 
величин.

3. Интервалы равной длины 
или равной вероятности? 
Рассмотрим специальные статистические средства, 
которые применяются для того, чтобы ответить 
на важный вопрос: «Обеспечивает ли выбранная 
модель распределения правдоподобное соответствие 
имеющемуся распределению случайной переменной?»

На первый взгляд кажется, что простейший 
процесс проверки заключается в сравнении тео-
ретической и наблюденной плотностей распреде-
ления. В действительности же непосредственной 
связи между теоретической и наблюденной плот-
ностями распределения нет, и вообще определен-
ной наблюденной плотности не существует. Чтобы 
получить какую-то наблюденную плотность рас-
пределения классическими (общепринятыми) ста-
тистическими методами, кратко представленными 
в предыдущем разделе, мы должны выбрать неко-
торый класс интервалов разбиения и подсчитать 

Результаты вычислений, необходимые для проверки гипотезы о нормальном распределении  Таблица 2 
группированных данных

xi
* ni

* zi
* f(zi

*)           nb
npi =        f(zi

*)
          σ

npi ni
* – npi (ni

* – npi)
2

           npi

18,9 3 2,62 0,0129 0,629

9,138 3,862 1,63224,3 3 2,06 0,0468 2,283

29,7 7 1,51 0,1276 6,226

35,1 9 0,96 0,2516 12,276 12,276 –3,276 0,874

40,5 21 0,4 0,3683 17,969 17,969 3,031 0,511

45,9 22 0,15 0,3945 19,248 19,248 2,752 0,393

51,3 12 0,71 0,3101 15,13 15,13 –3,13 0,648

56,7 11 1,26 0,1804 8,802 8,802 2,198 0,549
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число наблюдений, содержащихся в соответствую-
щих интервалах. 

Здесь имеют место два произвольных шага: 
1) выбор длины интервала и 
2) выбор начальной точки деления. 
Влияние первого шага хорошо известно, а о вли-

янии второго упоминается редко. Это обусловлива-
ется также и тем, что, к сожалению, имеется обычай 
публиковать только сгруппированные данные. 

Неоднозначность понятия наблюденного рас-
пределения приводит к серьезным недостаткам 
при общепринятой проверке непрерывных рас-
пределений при помощи критерия χ2, так как 
только из-за сдвига начальной точки деления мы 
будем получать различные значения χ2. Для одних 
и тех же наблюдений, одинаковых теоретических 
предпосылок, одних и тех же параметров и даже 
одной и той же длины интервалов. При фактиче-
ском вычислении величины χ2 используется толь-
ко одно наблюденное распределение. Другие при-
ведут к иным значениям этого критерия, которые 
могут отличаться в пределах выбран ного уровня 
значимости. 

Путь, свободный от этой неоднозначности, со-
стоит в замене интервалов равной длины интер-
валами равной вероятности. Из этого подхода 
вытекают методы сравнения, основанные на сопо-
ставлении каждого индивидуального наблюдения 
с соответствующей теоретической величиной.

4. Интервалы равной вероятности
Здесь и в дальнейшем предполагаем, что у нас есть 
выборка X1, ..., Xn одинаково распределенных неза-
висимых случайных величин с функцией распреде-
ления Р(Хi ≤ х) = F(х). 

В действительности мы не знаем вероятности F(Xk) 
для каждого наблюдаемого (некоторого k-го) значения 
Xk. Однако N значений X, наблюденных в выборке, как 
можно показать (см. Смирнов, Дунин-Барковский, 
1969), в среднем делят ось х так, что (N + 1) получен-
ных промежутков отвечают равным приростам функ-
ции F(х).

Другими словами, расположив наблюдения в по-
рядке неубывания и получив таким образом вариа-
ционный ряд величин X

X1 ≤ X2 ≤ ... ≤ XN

для вероятностей F(х) в соответствующих точках 
справедливо:

F(X1) < F(X2) < …< F(Xk)<…< F(XN).

Так же как и сами Xk, они будут случайными ве-
личинами. Но, как можно показать (Смирнов, Ду-
нин-Барковский, 1969), математические ожидания 
приростов функции F(х) в каждом из интервалов 
(–∞, X1],(X1, X2], …, (XN–1, XN], (XN, ∞) будут равны 
между собой, т. е.

E[F(X1) – 0] = E[F(X2) – F(X1)] = E[F(X3) – F(X2)] = 

= … = E[F(XN) – F(XN–1)].

Каждый из этих приростов равен 
+
1

1N , поэтому

мы будем иметь:

E[F(x1)] = 
+
1

1N ; E[F(x2)] = +
2

1N ; ...; E[F(xN)] = 
+
N

1N .

Далее, можно показать, что 

− +
= <

++ +2

( 1) 1[ ( )]
4( 2)( 1) ( 2)k

k N kVar F x
NN N

и, следовательно, F(xk) по вероятности сходится 
к E[F(xk)] при N → ∞. 

Поэтому, приравнивая F(xk) = 
+
k

1N
, мы сделаем

случайную ошибку, почти наверное сколь угодно 
ма лую, если N достаточно велико. 

Далее, для закона распределения ϕ(y), где 
у = α(х – β), причем α и β — параметры распре-

деления, определим отвечающие 
+
k

1N
 значения

y = Yk такие, что ϕ(Yk) = 
+
k

1N
. Мы получим после-

довательность Y1 < Y2 < … < Yk < … < YN такую, что 
в координатах (x, y) точки Q(Yk, Xk), где k = 1, 2, …, N, 
лежат вблизи теорети ческой прямой у = α(х – β)

или x = + β
α
y

 и отклоняются от нее лишь в силу на-

личия случайных ошибок. 
Если бы величина X точно следовала бы закону 

F(x) = ϕ(y) и мы точно знали бы всякий раз, какому 
значению вероятности F(x) отвечает наблюденное 
значение х, то имели бы точную линейную зависи-

мость y = α(х – β) или x = + β
α
y

. На графике она
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изобразилась бы прямой линией. Параметры α и β 
без труда определились бы, например, по координа-
там (y0, x0) и (y1, x1) двух каких-либо точек такого 
графика. Отсюда и вытекает основная идея постро-
ения графиков квантилей. 

Таким образом, преимущество данного метода 
по сравнению с обычными способами построения 
кривых заключается в том, что метод преобразует 
теоретическую кривую (F(x), x) в прямую линию. 
Если на квантиль-диаграмме наблюдается линей-
ный участок, то прямая может быть построена с ис-
пользованием, например, классического алгоритма 
метода наименьших квадратов. 

Степень правдоподобия гипотезы может быть 
измерена посредством коэффициента корреля-
ции или детерминации. Значение коэффициента 
детерминации или корреляции следует рассма-
тривать только как статистический критерий со-
ответствия модели эмпирическим данным. Осно-
вываясь на данных показателях, можно провести 
формальную проверку согласия или правдоподобия 
гипотезы. Гипотеза отвергается, если его значение 
слишком сильно отличается от единицы или, что 
эквивалентно, ниже, чем некоторое табулированное 
критическое значение. Но вопрос о том, правильно 
или неправильно выбрана функция распределения, 
может быть во многих случаях решен простой ви-
зуальной проверкой. Если достигнуто достаточно 
хорошее согласие, то предсказание (в ограниченных 
пределах) может быть сделано путем продолжения 
прямой.

5. Процедура построения графиков 
квантилей в общем случае
Таким образом, идея построения графиков кван-
тилей, их еще называют квантиль-квантиль гра-
фики или диаграммы (сокращенно QQ-графики или 
QQ-диаграммы), основана на том факте, что для 
основных классов распределений квантили Q(p) 
линейно связаны с соответствующими стандартны-
ми квантилями из этого класса распределений. По-
скольку линейность на графике может быть легко 
замечена визуально и/или определена количествен-
но посредством построения линии регрессии, такой 
подход идеально годится для того, чтобы ответить 
на поставленный в начале раздела вопрос: «Обеспе-
чивает ли выбранная модель распределения правдо-

подобное соответствие имеющемуся распределению 
случайной переменной?»

Суммируя вышеизложенное, можно очертить 
общие идеи, принципы и схему построения гра-
фиков квантилей (Beirlant, Taugels, Vynckier, 1996). 
А именно, чтобы построить график квантилей 
на вероятностной бумаге, следует произвести сле-
дующие действия.

 • Сначала данные наблюдения располагают 
в порядке неубывания, получая вариа ционный ряд 
величин 

X1
* ≤ X2

* ≤ ... ≤ Xn
*.

 • Каждому i-му члену (и соответственно Xi) 
этой последовательности ставится в соответствие

число 
+1
i

n
 = pi оценивающее отвечающую ему ве-

роятность F(xi).

 • Вводится предположение о некотором гипо-
тетическом распределении и характеризуется функ-
циональное соотношение между теоретическим 
квантилем Q(p) гипотетического распределения 
в зависимости от вычисляемого (по p) эмпириче-
ского значения. 

 • Затем по функции теоретического квантиля 
Q(p) рассчитываются соответствующие значения
эмпирического квантиля

Q̂n(pi) = Qn +1
i

n
 

как функции, задающей для данного значения 
p(0 < p < 1) наименьшее значение, слева от которо-
го располагаются по крайней мере 100p процентов 
данных. Эта функция аппроксимирует соответству-
ющую теоретическую функцию квантилей Q, опре-
деляемую как обратная функция от функции рас-
пределения.

 • Строится график (в виде возрастающей функ-
ции) оценочных квантилей Xi

* в зависимости от со-

ответствующих эмпирических квантилей Qn +1
⎛
⎝

⎞
⎠

i
n

. 

Оценочные значения квантилей будем отображать 
на вертикальной оси, эмпирические теоретические 
квантили — на горизонтальной.

 • Если принятая гипотеза о модели распреде-
ления оправдывается, то точки (Xi

*, Q̂n(pi)) будут ле-
жать вблизи прямой.
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6. Основные тестовые распределения 
для практических приложений
Среди множества вероятностных распределений 
есть такие, которые наиболее часто встречаются 
в силу действия вероятностных законов. Нормаль-
ное (и логнормальное) распределение употребляется, 
поскольку предсказывается центральной предельной 
теоремой, о чем говорилось выше. Дело в том, что 
интересующие нас случайные величины могут часто 
рассматриваться как суммы большого числа неза-
висимых между собой слагаемых, каждое из которых 
имеет лишь незначительные размеры по сравнению 
со всей суммой. Но в таком случае мы находимся как 
раз в условиях применимости центральной предель-
ной теоремы и можем ожидать, что распределение 
данной величины мало отклоняется от нормальной 
формы. Статистические исследова ния и в самом деле 
констатировали приближенную нормальность рас-
пределения в достаточно широком классе случаев. 

Заметим еще, что в некоторых случаях рассма-
триваемая величина Х оказывается распределенной 
асимметрично, но некоторая функция от нее, на-
пример lgХ, X2, X3 и т. д., приближенно следует нор-
мальному закону. Такое функциональное преобра-
зование часто оказывается полезным при изучении 
конкретных распределений. Кроме того, в статисти-
ческой практике мы оперируем часто такими функ-
циями от случайных величин (например, средней 
арифметической, медианой, моментами выборки), 
которые при большом объеме выборки оказывают-
ся, опять-таки приближенно, нормально распреде-
ленными. Этот факт имеет очень большое значение 
для статистической теории и практики.

Поэтому в соответствии с общими вероятност-
ными закономерностями исторически так сложилось, 
что нормальное и логнормальное распределения за-
нимают главный класс модельных вероятностных 
распределений, для которых применяется техника 
графиков квантилей. Экспоненциальное распределе-
ние играет не менее, если не более важную роль, в том 
числе для анализа экстремальных значений. Для экс-
тремальных событий имеются свои характерные 
классы вероятностных распределений (Risk of extreme, 
1992; Evaluating risks, 1994; Reiss, 2001). Поэтому в ка-
честве тестовых законов распределений на практике 
часто рекомендуют использовать нормальный и лог-
нормальный законы распределения, предсказывае-

мые центральной предельной теоремой (Феллер, 1984; 
Смирнов, Дунин-Барковcкий, 1969), а также законы 
распределения экстремального типа (Гумбель, 1965; 
Лидбеттер, Линдгрен, Ротсен, 1989) — Вейбулла, Гум-
беля, Фреше, Парето и экспоненциальное распределе-
ние. Более подробно распределения экстремального 
типа будут рассмотрены далее (см. также Акимов, Бы-
ков, Щетинин, 2009; Быков, 2014).

6.1. Экспоненциальное (показательное) 
распределение с параметром λ (x > 0)
Стандартный пример этого класса распределений 
записывается в виде:

1 – Fλ(x): = exp(–λx).

Функция квантиля для экспоненциального рас-
пределения имеет простой вид:

Qλ(p) = – 
λ
1 ln(1 – p), для p ∈ (0,1).

Для нескольких или всех (i = 1, 2, ..., n) значений 
pi ∈ (0, 1): 

p = 
+1
1

n
, 

+1
2

n
, ..., 

+1
n

n
 

на квантиль-диаграмме наносятся точки с коорди-
натами

⎜                            ⎟
⎛                            ⎞⎛ ⎞–         –⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝                            ⎠

*ln 1              ,       .
1 i

i x
n

6.2. Распределение Вейбулла 
Экспоненциальное распределение принадлежит 
к классу Вейбулловых распределений:

1 – F(x) = еxp(–λxτ), x > 0.

Выражение для функции квантиля

Q(p) = 
τ

⎛ ⎞− −⎜ ⎟λ⎝ ⎠

1/1 ln(1 )p , 0 < p < 1.

Для значений p = 
+1
i

n , i = 1, 2, ..., n на квантиль-

диаграмме наносятся точки с координатами

⎛  ⎞⎛  ⎞⎛ ⎞− −⎜  ⎟⎜  ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝  ⎠⎝  ⎠ 
ln ln 1 ,  ln

1
i ( )*

ix
n .
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6.3. Нормальное и логнормальное 
распределение 
Нормальность распределения может быть прове-
рена через общеизвестные линейные отношения 
между квантилями Q(p) любого нормального рас-
пределения N(μ, σ2) и соответствующими кванти-
лями Φ–1(p) стандартного нормального распределе-
ния в виде:

Q(p) = μ + σ Φ–1(p).

Функция Φ–1(p) содержится в любом полном 
статистическом справочнике или числовом пакете 
программ. 

Для значений p = 
+1
i

n
, i = 1, 2, ..., n на квантиль-

диаграмме наносятся точки с координатами

 −⎛ ⎞⎛ ⎞Φ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠
1   *i ,

1 ix
n

.

Для проверки на соответствие логнормальному 
распределению строится график

−⎛ ⎞⎡ ⎤Φ⎜ ⎟⎢ ⎥+⎣ ⎦⎝ ⎠
1 *, ln( )

1 i
i x

n
, i = 1, 2, ..., n.

Рис. 4. Иллюстрация квантиль-диаграммы Вейбулла 
суммы заявленных убытков по иллюстративной 
программе страхования (Быков, 2014)

Рис. 5. Иллюстрация квантиль-диаграммы 
логнормального распределения времени 
урегулирования убытков по иллюстративной 
программе страхования (Быков, 2014)
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6.4. Распределение Парето
Распределение Парето с параметром α > 0 (называ-
ется индексом Парето):

 1 – FY(y) = y–α для y > 1,

получается из экспоненциального (показательного) 
распределения с параметром α: 1 – FX(x) = exp(–αx) 
посредством применения экспоненциального пре-
образования: 

 y = g(x) = exp(x).

Квантиль-диаграммы в этом случае строятся 
с использованием следующей координатной пло-
скости:

 
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

*–ln 1– ,  ln( )
1 i

i  x 
n .

6.5. Распределение Гумбеля 
и распределение Фреше
Первый тип из максимум-устойчивых асимптоти-
ческих распределений экстремальных значений — 
двойное экспоненциальное или так называемое рас-
пределение Гумбеля G0:

 G0(y) = exp(–e–x) для x ∈ R.

Квантиль-диаграммы строятся с использовани-
ем координатной плоскости:

 
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

*–ln ln ,
1 i

i x
n

.

Второй тип из максимум-устойчивых асим-
птотических распределений экстремальных значе-
ний — так называемое распределение Фреше:

 F(x) = exp(–x–α) для x, α > 0.

Квантиль-диаграммы строятся с использовани-
ем координатной плоскости:

 
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

–ln ln ,   ln( )
1

i *
ix

n
.

7. Главные результаты классической 
асимптотической теории 
экстремальных значений
Основная задача статистической теории экстре-
мальных значений состоит в анализе наблюденных 
экстремумов и пред сказании тех экстремумов, ко-
торые могут иметь место при по следующих наблю-
дениях. Экстремумы не являются фиксиро ванными 
величинами — это новые случайные величины, 
зави сящие от исходного распределения и от объема 
выборки. Однако выявлены и некоторые их свой-
ства, не завися щие от распределения. Основные 
результаты асимптотической теории вероятностей 

Рис. 6. Иллюстрация квантиль-диаграммы 
распределения Гумбеля времени урегулирования 
убытков по иллюстративной программе 
страхования имущества (Быков, 2014)
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экстремальных значений кратко представим в дан-
ном разделе.

Классическая асимптотическая теория вероят-
ностей экстремальных значений в основном имеет 
дело с независимыми и одинаково распределенны-
ми случайными величинами и со свойствами рас-
пределения их максимума. 

Пусть ξ1,ξ2, ... — последовательность незави-
симых и одинаково распределенных (н.о.р.) слу-
чайных величин (с.в.) и Mn — максимум первых n 
из этих величин, т. е.

 ( )nnM ξξξ ...,,,max 21= .  (5.1)

Для н.о.р.с.в. функцию распределения (ф.р.) Mn 
можно определить в точном виде:

P{Mn ≤ x} = P{ξ1 ≤ x, ξ2 ≤ x, ..., ξn ≤ x} = Fn(x), (5.2)

где F обозначает общую ф.р. для ξi. 
Большая часть классической теории экстре-

мальных значений имеет дело с распределением Mn, 
особенно с его свойствами при n → ∞. В частности, 
значительная часть «Статистики экстремальных 
значений», как озаглавлена книга (Гумбель, 1965), 
имеет дело с распределением Mn в целом ряде типо-
вых случаев и с множеством родственных вопросов 
(например, относительно разных порядковых ста-
тистик, размаха и т. д.).

В классической аксиоматической теории ве-
роятностей в центральной предельной теореме 
асимптотически нормальное распределение суммы 
многих н.о.р. случайных величин получают неза-
висимо от того, какова их исходная ф.р. (Феллер, 
1984; Смирнов, Дунин-Барковcкий, 1969). Факти-
чески, чтобы применять асимптотическую теорию, 
вовсе не обязательно знать эту ф.р. очень точно. 
Подобная ситуация имеет место и в теории экстре-
мальных значений. Не вырожденное асимптотиче-
ское распределение Mn (соответствующим образом 
нормализованного) обязательно должно принадле-
жать одному из трех единственно возможных об-
щих семейств не зависимо от исходной ф.р. F. Кро-
ме того, нет никакой необхо димости знать ф.р. F 
полностью, чтобы определить, к какой предельной 
форме (если таковая существует) она приводит, 
т. е. к какой «области притяжения» она принадле-
жит. В действитель ности это определяется только 
поведением функции F (х) для больших х, так что 

об асимптотических свойствах максимума мож-
но сказать многое, основываясь лишь на довольно 
ограни ченной информации о свойствах ф.р. F.

Главные достижения классиче ской теории, отно-
сящиеся к распределениям, можно условно свести 
к двум основным результатам (Лидбеттер, Линд-
грен, Ротсен, 1989). 

7.1. Типы экстремальных распределений
Один из них — фундаментальный результат, на-
зываемый теоремой об экстремальных типах 
или теоремой о типах экстре мальных распределе-
ний, — описывает возможные формы предельного 
распределения максимумов Mn при линейных нор-
мализациях в последовательностях независимых 
и одинаково распределенных случайных величин. 
Точнее говоря, этот основной классический резуль-
тат утверждает, что если для некоторых последова-
тельностей нормализующих кон стант an > 0, bn слу-
чайная величина an(Mn – bn) имеет невы рожденную 
предельную функцию распределения G(х):

   ( ){ } ( )xGxbMaP nnn
ω

→≤−   (5.3)

(здесь имеется в виду сходимость в точках непре-
рывности ф.р. G, хотя в действительности все пред-
ставляющие интерес ф.р. G непрерывны), то эта 
функция G должна иметь одну из трех единственно 
возможных форм. 

Какие же именно ф.р. G могут встре чаться 
в качестве такого предела? Возможные предель-
ные распределения в классической теории отожде-
ствляются с классом распределений, обладающих 
определенным свойством устойчивости — так 
называемыми максимум-устойчи выми распре-
делениями. Другими словами, все возмож ные не-
вырожденные ф.р. G, которые могут встречаться 
в каче стве пределов в (5.3), образуют в точности 
класс максимум-устойчивых распределений, и каж-
дое максимум-устойчивое распределение G имеет 
(с точностью до преобразований сдвига и мас-
штаба) одну из следующих трех параметрических 
форм, обычно называемых тремя распределе ниями 
экстремальных значений:

Тип I: 

G(x) = exp(–e–x), – ∞ < x < ∞.
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Тип II: 
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Тип III: 
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Именно эти три типа распределения экстре-
мальных зна чений впервые были обнаружены Фре-
ше (Fré chet, 1927), а центральный результат — тео-
рема об экстремальных типах — впервые был по-
лучен Фишером и Типпетом (Fisher, Tippett, 1928) 
и позднее был доказан в полной общности Гнеденко 
(Gnedenko, 1943). Впоследствии доказательство это-
го результата для н.о.р. случай ных величин, исполь-
зуя новый, более простой подход, было предложено 
де Ханом (Haan de, 1976) и затем было распростра-
нено на случаи зависимости.

Функцию распределения того же типа, что 
и ехр(–е–х) (т. е. функцию, имеющую вид ехр 
{–e–(ax+b)} для некоторых а > 0, b), мы будем называть 
ф.р. типа I. Аналогично мы будем говорить, что ф.р. 
является ф.р. типа II (или типа III), если она имеет 
форму G (ах +b), где G — ф.р. экстремальных зна-
чений типа II (типа III). Поскольку параметр а мо-
жет изменяться, то распределения типа II и типа III 
в действительности являются семействами типов 
в рам ках узкого понимания термина «тип». Одна-

Рис. 7. Плотности обобщенного распределения экстремальных величин Hξ. (а) c ξ = –0,5; (б) с  ξ = 0,5; (в) с  ξ = 0

ко использова ние обычной привычки ссылаться 
на три типа экстремальных значений, очевидно, 
не приведет к каким-либо недоразумениям.

Этот результат играет важную роль не только 
в случае н.о.р.с.в., но и при наличии зависимости, 
где он уже никоим образом не столь тривиален, 
но все еще сохраняет силу при надлежащих услови-
ях и весьма важен для дальнейшего развития тео-
рии как для случая н.о.р. случайных величин, так 
и для зависимых последовательностей.

Распределения G(х) можно выразить в единой 
параметрической форме, называемой обобщенным 
распределением экстремальных величин: Hξ(х)  — 
функция распределения такая, что при всех x, удов-
летворяющих соотношению 0 < Hξ(х) < 1, справед-
ливо равенство

 ( )
( ){ }

{ }

–1/ξexp

exp

x
H

e–x

⎧
≠⎪

= ⎨
⎪ =
⎩

x
0:

1 + :
, 1 +   x > 0,

−

−

0
ξ

ξ
ξ

ξ

ξ   (5.4)

где ξ — вещественное число. 
Плотности распределения Hξ(х)  при различных 

значениях параметра ξ изображены на рис. 7. 
Параметр ξ называют параметром формы функ-

ции распределения H. Так как для любой случайной 
величины X с ф.р. FX и констант μ ∈ R и σ > 0 функ-
ция распределения X̃ = μ + σ X задана 
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мы можем добавить параметры локализации и мас-
штаба к указанной выше параметризации и рассма-
тривать 

 ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x μ−
H x Hξ,μ,σ ( )

σ
= ξ . 

Если теоремы о сходимости, приведенные 
в следующем подразделе, справедливы, то функ-
ция распределения F принадлежит области при-
тяжения функции H, и используют обозначение  
F ∈ MDA(H). Большинство распределений в стати-
стике лежит в области притяжения функции H с не-
которым значением параметра ξ. 

Если F ∈ MDA(Hξ) и ξ = 0 или F ∈ MDA(Hξ) 
и ξ < 0, то говорят, что функция F имеет тонкий или 
короткий «хвост» соответственно. Тонкохвостые 
(ξ = 0) распределения включают в себя нормальное, 
экспоненциальное, гамма- и логнормальное рас-
пределения. Короткохвостые (ξ < 0) распределения 
имеют конечную правую границу и включают в себя 
равномерное и бета- распределения. Тяжелохвостые 
распределения, которые лежат в области притяжения 
распределения Фреше, F ∈ MDA(Hξ) c ξ > 0 особенно 
интересны в области исследования экстремальных 
величин. В этом классе находятся такие распределе-
ния, как Стьюдента-t, α-устойчивые и Парето. 

Заметим, что если случайная величина X имеет 
функцию распределения F, где F ∈ MDA(Hξ), ξ > 0, 
тогда все моменты EXβ бесконечны для β > 1/ ξ. 

7.2. Сходимость к экстремальным 
распределениям
Другим центральным результатом, используемым 
при построении тео рии, является общая теорема 
Хинчина (см.: Лидбеттер, Линдгрен, Ротсен, 1989) 
о сходимости функций распре деления и теоремы 
о сходимости ве роятностей P {Mn ≤ un}. 

Второй основной результат дает простое необ-
ходимое и достаточное условие, при котором для 
заданной после довательности постоянных {un} схо-
дится последовательность ве роятностей P {Mn ≤ un}. 
Иными словами, результат о сходимости указы-
вает условия сходимости последовательности ве-
роятностей P {Mn ≤ un}, где {un} — произвольная 
последова тельность вещественных постоянных. 
(В случае когда выполняется (5.3), такая сходимость 
сохраняется для всех членов семейства последова-

тельностей {un = x / an + bn}, где х принимает все воз-
можные вещественные значения.)

Важность его обнаруживается в классической 
теории областей при тяжения трех типов экстре-
мальных значений. 

В силу (5.2) соотношение (5.3) можно записать 
в виде

 ( ) ( ),1 xGbxaF nn
n ω

→+−   (5.5)

где символ ω→ обозначает, как и выше, сходимость 
в точках не прерывности предельной функции. 
Если соотношение (5.5) выполняется для неко-
торых последовательностей {an > 0} и {bn}, то го-
ворят, что ф.р. F принадлежит к области притя-
жения (для максимумов) закона G, и обозначают 
F ∈ D(G). 

Может случиться так, что для заданной ф.р. F 
вовсе не существует такой ф.р. G, что F ∈ D(G). Это 
означает просто, что максимум Мn не имеет невы-
рожденного предельного распределения ни при ка-
кой линейной нормализации (обычным примером 
этого является рас пределение Пуассона). С другой 
стороны, пределы P {Mn ≤ un} могут существовать 
и для других заслуживающих внимания после-
довательностей un, не обязательно имеющих вид 
х / аn + bn и даже не зависящих от параметра х.

Выведены необходимые и достаточные условия, 
опреде ляющие, какое именно из возможных пре-
дельных распределений реализуется (если таковое 
имеется), т. е. условия, при которых F ∈ D(G). Эти 
условия содержатся, например, в работе (Loynes, 
1965), где можно найти доказательства их достаточ-
ности. 

Конечно, важно знать, какой именно (если 
хотя бы какой-то) из трех типов предельных зако-
нов применим, когда каждая с.в. ξп имеет заданную 
ф.p. F. Для каждого типа известны не обходимые 
и достаточные условия, относящиеся к поведению 
«хвоста» 1 – F(х) при возрастании х. Сформулиру-
ем эти условия, опуская доказательства необходи-
мости и/или достаточности, поскольку последние 
до вольно длинны и не являются нашей основной 
целью. Соответ ствующие доказательства можно 
найти в работах (Лидбеттер, Линдгрен, Ротсен, 1989; 
Gnedenko, 1943; Haan de, 1976).

Сначала приведем не сколько очень простых 
и полезных достаточных условий, приме нимых 
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в случае, когда ф.p. F имеет плотность f. Эти усло-
вия принадлежат Мизесу, а их простые доказатель-
ства приведены в работе (Haan de, 1976). В после-
дующих выкладках обозначим xF = sup {х; F(х) < 1} 
для правой концевой точки произвольной ф.р. F. 
Иначе говоря, F (х) < 1 для всех х < xF и F(х) = 1 для 
всех x ≥ xF.

Теорема 7.2.1. Предположим, что ф.p. F н.о.р. слу-
чайных величин, образующих последовательность 
{ξп}, абсолютно непре рывна и имеет плотность f. 
Тогда приводимые ниже условия являются достаточ-
ными для того, чтобы ф.p. F принадлежала соот-
ветствующей области притяжения:

Тип I: f имеет отрицательную производную f ’ 
для всех х в некотором интервале (х0, xF)

(xF ≤ ∞), f (х) = 0 для х ≥ xF и  

  lim
Fxt↑

 

)(

))(1)(('
2 tf

tFtf −
= –1. 

Тип II: f (x) > 0 для всех конечных х ≥ х0 и  

 = α > 0 lim
∞→t )(1

)(
tF
ttf

−
. 

Тип III: f(х) > 0 для всех х в некотором конечном 
интервале (х0, xF), f(х) = 0 для х > xF и

 = α > 0 lim
Fxt↑ )(1

)()(
tF
tftхF

–

–
.

Теорема 7.2.2. Необходимыми и достаточными 
условиями принадлежности ф.р. F случайных вели-
чин, образующих последовательность н.о.р.с.в. {ξп}, 
каждому из трех типов являются (в порядке слож-
ности): 

Тип II: хF = ∞ и 

  lim
∞→t

 (1 – F (tx)) / (1– F (t)) = х–α,

α > 0, для каждого х > 0.
Тип III: хF = ∞ и

 lim
0↓h
 (1 – F(x – хh)) / (1– F(xF – хh)) = хα, 

α > 0, для каждого х > 0.
Тип I: существует такая строго положительная 

функция g(t), что

  lim
Fxt↑ )(1

))((1
tF

tхgtF
−

+−
= e–x

для всех вещественных х.

В действительности можно показать, что когда 
имеет место предел типа I, то

 
∞

∫ (1 – F(u)) du < ∞, 

и в качестве g можно взять функцию, определяемую 
соотношением

 g(t) = 
xF

∫ (1 – F(u)) du / (1 – F(t)) для t < хF.
         t

Следствие 7.2.3. Константы ап, bп в сходимости 
Р {ап (Мп – bп) < х} → G (х) в каждом из указанных вы-
ше случаев могут быть выбраны следующим образом:

Тип II: ап = уп
–1, bп = 0.

Тип III: an = (xF – yn), bn = xF .
Тип I: ап = [g(уп)] –1, bn = уп,

где уп = F –1 (1 – 1 / п) = inf {x; F (х) ≥ 1 – 1 / n}.
Отметим, что приведенные выше критерии 

применимы к любой ф.р. в каждой области при-
тяжения неза висимо от того, является ли предел 
конкретным представляющим тип распределением 
G(х), перечисленным в теореме об экстремальных 
типах, или любой другой ф.p. G(ах + b) этого типа. 
Действительно, если предел имеет вид G(ах + b), то 
и G(х) также будет пределом при соответствующем 
изменении нормализующих констант, так как если
 Р {ап(Мп – bn) ≤ x} → G(ах + b),
то ясно, что
 Р { αп(Мп – βn) ≤ x} → G(х),

с αп = aaп, βn = bn– b / (aan).

8. Моделирование надпороговых 
значений: полупараметрический 
подход
Современный подход к моделированию и анализу 
показателей с высокой волатильностью предпо-
лагает описание не только их наибольших (макси-
мальных) значений, но и значений, превосходящих 
некоторый заранее известный верхний порог. Такой 
подход называют методом надпороговых значений 
(Peaks Over Threshold (POT)). 

Первый, полупараметрический подход, осно-
ван на оценке экстремального индекса Хилла (Hill, 
1975), работах Даниэльсона и де Вриза (Danielsson, 
de Vries, 1997; Danielsson et. al, 2001). 

Второй подход полностью параметрический, 
основан на аппроксимации функции распределения 
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надпороговых значений с помощью обобщенного 
распределения Парето (см., например: Акимов, Бы-
ков, Щетинин, 2009; McNeil, Saladin, 1997; Embrechts, 
Resnick, Samorodnitsky, 1999). 

В данном разделе рассмотрим первый метод не-
сколько более подробно. 

Предположим, что FX — функция распределе-
ния наблюдений за некоторый период времени, где 
мы хотели бы оценить квантиль высокого порядка. 
Пусть распределение больших значений X имеет 
вид:

 P (X > x) = cx–α , α > 0, x > x0. (8.1)

Полупараметрический подход использует оцен-
ку Хилла для параметра α вместе с порядковыми 
статистиками эмпирических данных, которая затем 
используется для вычисления квантиля. 

Пусть X(1) ≥ X(2) ≥ ... ≥ X(n) — порядковая ста-
тистика выборки эмпирических данных объема n, 
в предположении, что они независимы и одинаково 
распределены с функцией распределения FX. 

Если X является случайной величиной типа Па-
рето на «хвосте» и X(k+1) — наибольшая порядковая 
статистика, то для x > X(k+1) справедливо

 ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )
( )( ) ( )11

X
kk

X

F x x
XF X
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++ = . 

Значение эмпирической функции распределе-
ния⎯FX (X(k+1)) = k / n предполагает следующую 
оценку FX на верхнем «хвосте»:

�
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, для x > X(k+1).

Обращая это отношение для заданного q =⎯FX(x), 
получим выражение для квантиля
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k
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Значение q должно быть большим, а именно 
q =⎯ FX(x) >⎯F(X(k+1)) = 1 – k / n.

Мы получили оценку для квантиля, но она за-
висит от k через X(k+1), размера выборки n и пара-
метра α̃. Чтобы вычислить α, Хилл [16] предложил 
следующую ее оценку α̃(Hill) в виде 

 �
1

( ) ( ) ( 1)
,

1

1 (ln ln )
kHill i k

k n
i

X X
k

−
+

=

⎛ ⎞α = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ .  (8.3)

В случае независимых и одинаково распределен-
ных случайных величин, а также в случае стацио-
нарных случайных последовательностей в работах 
Даниэльсона, Пенга и де Вриза (Danielsson, de Vries, 
1997; Danielsson et. al, 2001) доказано, что оценка 

Рис. 8. График Хилла �( ){ }( )
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α̃(Hill) обладает свойствами непрерывности и асим-
птотической нормальности. 

Чтобы построить оценку xq(X), мы должны вы-
брать уровень порога X(k+1) или, что то же самое, 
значение k. Традиционно выбор k производят ви-
зуально, используя для этого график оценки Хилла

�( ){ }( )
,, : 1, ...,Hill

k nk k             n – 1α             = . Выбор k осуществляется 

внутри отрезка стабильности величины (8.3). Вели-
чина � ( )Hill

n–1,nα  вычисляется обычно как оценка макси-
мального правдоподобия для α. Пример графика 
оценки Хилла изображен на рис. 8.

Отметим, что в работе C. Резника и К. Старицы 
(Resnick, Starica, 1997) предложен альтернативный, 
графический метод, названный AltHill-график, об-
ладающий определенным преимуществом, по-
скольку он вытянут по правую сторону, что соот-
ветствует малым значениям k, это чаще упрощает 
выбор k. 

9. Моделирование надпороговых 
значений: параметрический подход
Напомним, что теоретическая проблема модели-
рования экстремальных величин состоит в необ-
ходимости построения математической модели их 
надпороговых значений, когда нам известна неко-
торая цензурированная выборка (X1, ..., Xn), Xi > u, 
i = 1, ..., n. 

Будем рассматривать экстремальные величины, 
превышающие некоторое значение u > 0. 

Значения X – u  будем в дальнейшем называть 
эксцессами. 

Определение 9.1. Пусть случайная величина X 
имеет функцию распределения F с верхней грани-
цей ω(F). Для любого порога u < ω(F) определим 
функцию распределения эксцессов как

Fu(x) = P(X – u ≤ x⏐X > u) для 0 ≤ X < ω(F) – u, (9.1)

следовательно, функция среднего значения эксцес-
сов случайной величины X

 eX(u) = E(X – u⏐X > u). (9.2)

Заметим, что для 0 ≤ x < xF – u мы можем выра-
зить Fu(x) через F:

( ) ( )( )
1 ( )u

F u x F uF x
F u

+ −
=

−
,

а функция среднего значения эксцессов eX(u) может 
быть выражена через функцию распределения экс-
цессов следующим образом:

0

( ) ( )
Fx u

eX   u xdF
–

= ∫ u x .

Определение 9.2. Обобщенное распределение 
Парето:

 

1/

,

1 1 : 0
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1 exp : 0

x

G x
x

− ξ

ξ β

⎧ ⎛ ⎞ξ
− + ξ ≠⎪ ⎜ ⎟β⎪ ⎝ ⎠= ⎨

⎛ ⎞⎪ − − ξ =⎜ ⎟⎪ β⎝ ⎠⎩

,  (9.3)

где β > 0, x ≥ 0, когда ξ ≥ 0 и 0 ≤ x ≤ – β / ξ, когда ξ < 0. 
Иногда в определение Gξ,β(x) необходимо ввести 

параметр локализации μ, тогда мы будем рассма-
тривать обобщенное распределение Парето в виде 
Gξ,β,μ(x) = Gξ,β(x – μ). Распределение является тяже-
лохвостым в случае ξ > 0. Распределения (9.3) при 
β = 1 изображены на рис. 9. 

Справедлива следующая теорема А. Балкема, 
де Хаана (Galambos, Kotz, 1978).

Теорема 9.3. Пусть случайная величина X имеет 
функцию распределения F. Тогда для любого ξ ∈ R 
функция распределения F принадлежит области 
притяжения экстремальных величин X ∈ MDA(Hξ), 
если и только если

, ( )
0

lim sup ( ) ( ) 0
F

F

u uu x x x
F x G x

– u
ξ β↑ < <

=–

для некоторой положительной функции β(u), где 
Gξ,β(u)(x) — функция обобщенного распределения 
Парето (9.3).

Для моделирования надпороговых экстремаль-
ных значений финансовых показателей восполь-
зуемся результатами и выводами, вытекающими 
из теоремы 9.3. 

Она утверждает, что функция распределения 
эксцессов Fu может быть аппроксимирована обоб-
щенным распределением Парето при значениях по-
рога u, близких к правой границе функции распре-
деления F. 

Чтобы продемонстрировать, как это может быть 
использовано, заметим, что вместо выражения (9.1) 
мы можем записать

 ⎯F(x) =⎯F(u)⎯Fu(x – u) (9.4)

для x > u. 
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Полагая, что значение u достаточно велико, мы 
можем аппроксимировать Fu функцией Gξ,β(u) и ис-
пользовать эмпирическую оценку для⎯F(u):

�( ) uN
F u

n
= , где { }

1
1

i

n

u X u
i

N >
=

= ∑ ,

где n  — общее количество наблюдений. Верхний 
«хвост» F(x) может быть оценен как

 �
1/

( ) 1 1 1uN x uF x F
n

− ξ
⎛ ⎞−

= − = − + ξ⎜ ⎟β⎝ ⎠

�

��   (9.5)

для всех x > u. 
Это позволяет экстраполировать условную 

функцию распределения эксцессов за пределы при-
сутствующих в выборке данных, что невозможно 
в случае использования эмпирической оценки F(x) 
для x > u.

Параметры ξ и β функции распределения Gξ,β(u) 
могут быть получены, например, методом макси-
мального правдоподобия при фиксированном по-
роге u. Члены выборки для метода максимального 
правдоподобия: Xi1

 – u, ..., Xik
 – u, где Xi1

, ..., Xik
 — на-

блюдения, превышающие порог u. 
Для выбора значения порога u  часто использу-

ют графический метод, используя график средних 
эксцессов (u, ẽX(u)). Графический метод анализа 

средних эксцессов опирается на следующую теоре-
му (Drees, De Haan, Resnick, 2000).

Теорема 9.4. Предположим, что случайная вели-
чина X имеет обобщенное распределение Парето 
с параметрами ξ < 1 и β. Тогда для u < xF

( )
1

ueX   u
β + ξ

=
− ξ

, β + ξu > 0.

Ограничение ξ < 1 связано с тем, что тяжелохво-
стое распределение должно хотя бы иметь конечное 
среднее. 

Если значение порога u достаточно велико, так, 
что Fu приблизительно совпадает с Gξ,β, то по теоре-
ме 9.4 график (u, eX(u)) линеен. 

График средних эксцессов используется как гра-
фический метод проверки соотношения между воз-
можными значениями порога u и функцией средне-
го значения эксцессов. Он состоит в анализе eX(u)  
и выборе u на участке линейности eX(u). 

Обычно вместо eX(u) строят выборочную оценку:

1

{ }1

( )
( )

1
i

n
ii

n
X ui

X u
eX  u

+
=

>=

–
= ∑

∑
�

в зависимости от порога u (рис. 10).

Рис. 9. Функция распределения Gξ,β со значением параметра β = 1. (а) ξ = –0,5; (б) ξ = 0,5; (в) ξ = 0, которые 
соответствуют распределению Парето с α = 2
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Рис. 10. График выборочных средних эксцессов (u, êX(u))

Рис. 11. Ожидаемые превышения определенного уровня (франшизы) заявленных убытков по иллюстративной 
программе страхования имущества (Быков, 2014)
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На возможность в ряде актуарных приложений 
использования данного метода указывает также за-
висимость ожидаемых превышений определенного 
уровня (франшизы) заявленных убытков (рис. 11). 
В случае экспоненциального распределения данные 
должны группироваться вокруг горизонтальной 
прямой. 

После использования графика средних эксцес-
сов для выбора значения порога мы можем полу-
чить оценку для «хвоста» распределения, исполь-
зуя (9.5). 

Чтобы вычислить величину квантиля xq(X) при 
условии xq(X) > u, мы можем просто обратить вы-
ражение (9.4) для оценки «хвоста» и получить 
(рис. 12):

 ( ) (1 ) 1q
u

nx X u q
N

−ξ⎛ ⎞⎛ ⎞β ⎜ ⎟= + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ξ ⎝ ⎠⎝ ⎠

��
� .  (9.6)

Найдем оценку для ожидаемого превышения, 
используя модель (9.3). Используя определение 
ожидаемого превышения Sq и функции среднего 
значения эксцессов, получим:

Sq(X) = xq(X) + eX(xq(X)).

Так как функция распределения эксцессов Fu мо-
жет быть аппроксимирована моделью Gξ,β(u) c ξ < 1, 
то по теореме 9.4 получим значение xq(X) > u:

( )( ) ( )
( ) ( )

1 1
q q

q q

x X u x X u
S X x X

β + ξ − β + − ξ
= + =

− ξ − ξ

и следующую оценку для ожидаемого превышения 
порогового значения u 

 ˆ ( )
1 1

q
q

x uS X β − ξ
= +

− ξ − ξ

� ��
.  (9.7)

Заключение
Таким образом, в работе рассматриваются основ-
ные теоретические аспекты асимптотической тео-
рии вероятностей экстремальных событий, знание 
которых позволит риск-менеджерам на практике 
эффективно решать задачи в области количествен-
ных оценок и прогнозирования рисков.

1. Демонстрируются преимущества графических 
статистических методов анализа и обработки дан-
ных по сравнению с классическими подходами, ос-
нованными, в частности, на использовании крите-
рия Хи-квадрат и обработке данных с применением 

б

Рис. 12. (а) аппроксимация (гладкая кривая) эмпирических данных (точки); (б) QQ-график выборочных 
квантилей против квантилей, приближенных с помощью Gξ̃ ,β̃ распределения
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технологии построения полигона частот и гисто-
грамм распределений. Для одних и тех же наблюде-
ний, одинаковых теоретических предпосылок, од-
них и тех же параметров и даже одной и той же дли-
ны интервалов только из-за сдвига начальной точки 
деления можно получить различные значения χ2.

Путь, свободный от этой неоднозначности, со-
стоит в замене интервалов равной длины интер-
валами равной вероятности. Из этого подхода 
вытекают методы сравнения, основанные на со-
поставлении каждого индивидуального наблюде-
ния с соответствующей теоретической величиной. 
Идея построения графиков квантилей основана 
на том факте, что для основных классов распре-
делений квантили Q(p) линейно связаны с соот-
ветствующими стандартными квантилями из это-
го класса распределений. При этом линейность 
на графике может быть легко замечена визуально 
и/или определена количественно посредством по-
строения линии регрессии. Поэтому рассмотрен-
ные специальные статистические графические 
средства эффективно применяются для обеспе-
чения правдоподобного соответствия выбранной 
модели распределения имеющемуся распределе-
нию случайной переменной.

2. Среди множества вероятностных распреде-
лений есть такие, которые наиболее часто встре-
чаются в силу действия вероятностных законов. 
В соответствии с общими вероятностными за-
кономерностями исторически так сложилось, что 
нормальное и логнормальное распределения за-
нимают главный класс модельных вероятностных 
распределений, для которых применяется техника 
графиков квантилей. Для экстремальных событий 
имеются свои характерные классы вероятностных 
распределений. Поэтому в качестве тестовых зако-
нов распределений на практике рекомендуется ис-
пользовать нормальный и логнормальный законы 
распределения, предсказываемые центральной пре-
дельной теоремой, а также законы распределения 
экстремального типа — Вейбулла, Гумбеля, Фреше, 
Парето и экспоненциальное распределение. 

3. Основная задача статистической теории экс-
тремальных значений состоит в анализе наблюден-
ных экстремумов и предсказании экстремальных 
значений, которые могут иметь место при последу-
ющих наблюдениях. Экстремумы не являются фик-

сированными величинами — это новые случайные 
величины, зависящие от исходного распределения 
и от объема выборки. Однако выявлены и некото-
рые их свойства, не зависящие от распределения. 

3.1. Основные классические результаты асим-
птотической теории вероятностей экстремаль-
ных значений кратко представлены в работе. Один 
из них — фундаментальный результат, называемый 
теоремой об экстремальных типах, или теоремой 
о типах экстре мальных распределений, — описы-
вает три возможные формы предельного распреде-
ления максимумов при линейных нормализациях 
в последовательностях независимых и одинаково 
распределенных случайных величин. Три возмож-
ных типа распределения экстремальных значений 
можно выразить в единой параметрической форме, 
называемой обобщенным распределением экстре-
мальных величин.

3.2. Другим центральным результатом являет-
ся общая теорема о сходимости функций распре-
деления и теоремы о сходимости ве роятностей 
P{Mn ≤ un}. Второй основной результат дает про-
стое необ ходимое и достаточное условие, при кото-
ром для заданной последовательности постоянных 
{un} сходится последовательность вероятностей 
P{Mn ≤ un}. Важность его обнаруживается в класси-
ческой теории областей при тяжения трех типов экс-
тремальных значений, поскольку важно знать, какой 
именно (если хотя бы какой-то) из трех типов пре-
дельных законов применим, когда каждая с.в. ξп имеет 
заданную ф.p. F. Выведены необходимые и достаточ-
ные условия, опреде ляющие, какое именно из воз-
можных предельных распределений реализуется (если 
таковое имеется), т. е. для каждого типа известны не-
обходимые и достаточные условия, относящиеся к по-
ведению «хвоста» 1 – F(х) при возрастании х. 

4. Таким образом, классические результаты 
асимптотической теории вероятностей экстре-
мальных значений позволяют обоснованно пред-
сказывать асимптотическое поведение «хвостов» 
распределений на основе статистической обработки 
имеющихся данных. Не обладая представительным 
статистическим рядом данных об экстремальных 
убытках, тем не менее можно утверждать:

1) что «хвосты» распределения гипотетически 
могут подчиняться одному из трех асимптотиче-
ских типов распределений;
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2) обладая знаниями о характере закона распре-
деления F «вокруг средних значений», предполагая, 
что F абсолютно непрерывна и имеет плотность f, 
и  используя теоремы о сходимости, можно опреде-
лить тип экстремального распределения и его пара-
метры.

5. Еще один практически важный аспект связан 
с возможностью предсказания значений, превос-
ходящих некоторый заранее известный верхний 
порог. Кратко представлены основные подходы 
к моделированию надпороговых значений, условно 
разделенные на полупараметрический и параметри-
ческий подходы. Второй подход основан на аппрок-
симации функции распределения надпороговых 
значений с помощью обобщенного распределения 
Парето, поскольку согласно доказанным теоремам 
функция распределения эксцессов Fu может быть 
аппроксимирована обобщенным распределением 
Парето при значениях порога u, близких к правой 
границе функции распределения Fu. Параметры 
распределения могут быть определены с использо-
ванием графика средних эксцессов eX(u), поскольку 
если значение порога u достаточно велико, так, что 
Fu приблизительно совпадает с обобщенным рас-
пределением Парето Gξ,β, то график (u, eX(u)) лине-
ен. Определив параметры обобщенного распреде-
ления Парето, по приведенным в работе формулам 
можно оценить ожидаемое значение превышения 
порогового значения, например, потерь (другими 
словами, предсказывать величину «ожидаемых не-
предвиденных» потерь).
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